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Lista de errores comunes

En este documento se presentan y ejemplifican 11 errores comunes al escribir demostraciones matemdticas:
1. Demostrar ¢ — p cuando se pidié6 demostrar p — q.
2. Hacer casos especiales y pretender que constituyen una demostracion.
3. Pasar por alto casos especiales a los que el razonamiento general no aplica.
4. Asumir la conclusién en medio del razonamiento.
5. No justificar adecuadamente pasos en la demostracién.
6. Ocupar la misma letra para diferentes variables.
7. Usar variables o notaciones no definidas previamente.
8. Emplear afirmaciones imprecisas.
9. No completar el razonamiento.
10. Emplear definiciones y notaciones basicas erréneas.

11. Redactar con una estructura légica global poco clara.



A continuacion se presentan dichos errores comunes en mds detalle y con ejemplos:

1. Demostrar ¢ — p cuando se pidié demostrar p — q.

Un error posible al decodificar los enunciados es demostrar la afirmacion reciproca, en lugar de la afirmacion

original.

Ejemplos:

(a)

Enunciado: Sea n un entero. Si 3n — 8 es impar, entonces n es impar.

Solucion errdénea: Supongamos que n es impar. Entonces existe un nimero entero k tal que n =
2k + 1. Por lo tanto 3n —8 =3(2k+1) -8 =6k+3 -8 =6k —5 =6k —6+1=2(3k—3) + 1. Como
3k — 3 es entero, entonces 3n — 8 es impar.

El enunciado pide demostrar que n es impar. Sin embargo, el razonamiento asume que n es impar (lo
que es incorrecto, al no ser parte de las hipdtesis) y concluye que 3n — 8 es impar (lo que es initil, pues
ya se sabia de la hipétesis).

= 3 entonces x = 7.

Enunciado: Sea r € Ry x # 4. Demuestre que si

20 —5 2(7)—5 9 2 — 5
Solucion errénea: Sea x = 7. Tenemos que x = (7) = — = 3. Por lo tanto si z

=3
r—4 7—4 3 r—4

entonces r = 7.

La tesis de este enunciado es x=7. El razonamiento escrito no constituye una demostracion de que x=7,
pues comienza asumiendo que x=7 (lo que es incorrecto, al no ser parte de las hipdtesis). La tltima
frase no hace mas que repetir el enunciado.

Enunciado: Demuestre que la funcién
f:[0,00) » R f(z) = a?,

es inyectiva.

Solucion errénea: sean x,y € R, con z = y. Entonces 2 = y2, luego f(x) = f(y). Por lo tanto, f
es inyectiva.

La definicién de inyectividad es:

flx)=fly) = z=y.

Luego, el razonamiento escrito es erréneo porque comienza por suponer x=y, concluyendo que f(x)=f(y),

que debiera ser la hipétesis.

Si bien asumir la conclusién como hipétesis e indagar sus consecuencias puede rendir frutos como parte de

una estrategia del tipo “lluvia de ideas”, la redaccién final de la demostracion debe ser una cadena de pasos

légicos en que se deducen nuevas verdades a partir de verdades conocidas (como las hipétesis del enunciado,

los axiomas o los teoremas demostrados previamente).



2. Hacer casos especiales y pretender que constituyen una demostracion.

Es un error comprobar la conclusién en algunos ejemplos concretos y extrapolar que siempre es valida. Por

ejemplo, si se quiere demostrar que alguna propiedad es valida para todos los nimeros reales y definimos

una variable (como x) para representar un nimero real arbitrario, no basta con introducir unos cuantos

nimeros para x y comprobarlo en esos casos [2].

Ejemplos:

(a)

Enunciado: Sin,m son numeros enteros de la misma paridad (ambos pares o ambos impares) entonces
n —m es par.

Solucion errénea:

Caso 1: n y m son ambos pares. Sea n =6y m = 4 que son ambos pares. Entonces n —m = 2 que es
par.

Caso 2: n y m son ambos impares. Sean =9 y m = 7 que son ambos impares. Entonces n —m = 2

que es par.

Lo que declara el enunciado es correcto para todos los enteros de la misma paridad. Sin embargo, este
razonamiento demuestra la conclusion sélo cuando n = 6 y m = 4, y cuandon = 9y m = 7. Asi,
no hay ninguna demostracion valida sobre todos los otros posibles valores de n y m que satisfagan la
hipdtesis.

Enunciado: Determine el valor de verdad de la siguiente proposicién:

para todo z,y € R, 22 + 2y — 2y% = 0.

Solucion errdonea: La proposicién es verdadera. Sea x,y igual a un nimero cualquiera r. Entonces
2?2+ xy —2y? =12+ r-r —2r2 = 0. Como elegimos x e y de manera arbitraria, podemos concluir que
para todo =,y € R, 22 + 2y — 2y? = 0.

Este razonamiento asume que x=y, lo que es una hipétesis extra. Se trata de un caso especial en donde
las dos variables son iguales y para este caso especial el enunciado es correcto. Sin embargo, se puede
demostrar que el valor de verdad del enunciado es falso, pues la hipétesis considera que x,y son ntimeros
reales cualesquiera.

Probar casos especiales es una buena forma para familiarizarse con el enunciado antes de presentar una

solucién, pero no es una soluciéon del problema. La demostracion debe dar un argumento riguroso que

justifique que la conclusién se cumple en todas las situaciones que satisfacen las hipotesis.



3. Pasar por alto casos especiales a los que el razonamiento general no aplica.

Es un error olvidar los casos especiales en un argumento. A veces el razonamiento es correcto para todos

los casos salvo un caso especial.

Ejemplos:

(a)

Enunciado: Determine las soluciones de la ecuacién x2y = 4y.
Solucién errénea: Al dividir los dos lados de la ecuacién por y tenemos 22 = 4. Por lo tanto, las
soluciones son que x=-2 e y sea un numero real cualquiera, o bien que x=2 e y sea un numero real

cualquiera.

La solucién es errénea porque si y=0 no podemos dividir los dos lados por y. Al dividir por un nimero
real desconocido y, es necesario tratar por separado el caso de que y = 0. De hecho, ninguna de las
(infinitas) soluciones en que x toma un valor cualquiera e y=0 fue encontrada en la solucién presentada.

Enunciado: Sean L1, Lo dos rectas distintas en el plano. Demuestre que existe una recta L3 tal que
cada punto de L3 estd a igual distancia tanto de L como de Lo.

Solucion errdénea: sea P el punto de interseccion entre Ly y Lo. Elegimos uno de los dngulos que
se forma en P y definimos L3 como la recta que bisecta tal angulo. Entonces, cada punto de L3 se
encuentra a igual distancia tanto de L; como de Ls.

La solucién es errénea porque no considera el caso en que L1 y L2 son paralelas. En tal caso, no existe
un punto P de interseccion.

En el error nimero 2 se hace un razonamiento que es valido para unos pocos valores v se ignora la “infinita
y

gran mayoria” de los valores. En el error niimero 3, en cambio, se hace un razonamiento valido para una gran

cantidad de los valores, pero se pasa por alto una cantidad pequena de valores excepcionales que requieren

un argumento especial. Como antes, la demostraciéon debe dar un argumento riguroso que justifique que la

conclusién se cumple en todas las situaciones que satisfacen las hipdtesis.



4. Asumir la conclusién en medio del razonamiento.

Es un error incorporar la tesis entre un argumento y otro, para deducir otra cosa y continuar el razonamiento.

Esto suele llevarnos a no justificar los pasos de la argumentacién (error 5).

Ejemplos:

(a)

2 es impar entonces x es impar.

2

Enunciado: Demuestre que si x
Solucion errénea: Supongamos que x2 es impar. Entonces existe k € Z tal que 22 = (2k + 1)2. Por

lo tanto 22 = xz = (2k + 1)(2k + 1) que implica = 2k + 1 que es un nimero impar.

Al escribir 22 = (2k + 1)? se estd asumiendo que x es un ntimero impar. No podemos usar esa
informacién, pues es lo que queremos demostrar.

Enunciado: Demuestre que en un tridngulo isésceles, la bisectriz del angulo opuesto a la base, corta
a la base en su punto medio y es perpendicular a ella.

Solucion errénea: Sea AABC un tridngulo isésceles con AB = AC. Sea AH la bisectriz del dngulo
/ZBAC.

H

Los tridngulos AABH y ANACH son congruentes por ALA porque /BAH = /CAH pues AH es la
bisectriz, AH es cominy ZAHB = ZAHC = 90° pues la bisectriz coincide con la altura correspondi-
ente al lado AB. Entonces BH = C'H; es decir, AH corta la base en su punto medio y es perpendicular
a AB.

Este razonamiento estd asumiendo ZAHB = ZAHC = 90° que es lo mismo que decir la bisectriz es
perpendicular a la base. No podemos usar esta informacién como parte del razonamiento, pues es una
parte de lo que queremos demostrar.

Antes de abordar un problema, para entenderlo mejor, es una buena idea analizar lo que queremos demostrar,

manipular la tesis, escribir proposiciones equivalentes o incluso simplificarlo para que se nos ocurran ideas.

Sin embargo, en la solucién que queremos presentar nunca podemos asumir la tesis o su equivalente.



5. No justificar adecuadamente pasos en la demostracién.

En el curso de una demostracién, debe darse una justificacién de cualquier informacion que no sea obvia.
Es un error omitir tal justificacién, pues una demostracion debe poder convencer a cualquier lector: a ti, a
tu amigo y a tu enemigo.

Ejemplos:

(a) Enunciado: Sean a,b € RT. Demuestre a® < b> — a < b.
Solucién errénea 1: Supongamos que a?> < b?. Calculamos la raiz cuadrada de los dos lados
Va? < Vb2 Entonces a < b.

Solucién errénea 2: Sean a,b € Rt y a? < b?. Calculamos la raiz cuadrada de los dos lados
Va? < Vb2, Entonces a < b.

En la primera solucion errénea, se calcula la raiz sin discutir el sentido de la desigualdad. Ni siquiera
se considera la informacién que a,b son reales positivos. No es cierto que a? < b? implica a < b (por
ejemplo 12 < (—2)2, pero 1 no es menor que —2).

En la segunda solucion errénea, aunque se considera la informacién que a, b son reales positivos, no se
justifica por qué al calcular la raiz se mantiene el sentido de la desigualdad.

(b) Enunciado: Sean z,y € R, x # 3. Decida si 2%y = 9y implica que y = 0.
Solucién errénea: Supongamos que x?y = 9y. Entonces (z2 — 9)y = 0. Como = # 3, 2 # 9,
entonces 2 — 9 # 0. Ahora dividimos los dos lados de la ecuacién (22 — 9)y = 0 por (2% — 9) que
implica que y = 0.

El razonamiento es incorrecto, porque z distinto de 3 no implica que 22 # 9. Si el autor o la autora
hubiera justificado cada paso, se habria dado cuenta de que, para que 22 # 9, debemos tener 2 distinto
de 3 y también distinto de —3.

(¢c) Enunciado: Demuestre que en todo tridngulo la suma de las longitudes de dos lados cualesquiera es
siempre mayor a la longitud del lado restante.

Solucion errénea: Considera el tridngulo AABC.

Como no hay ningiin camino més corto que un camino directo entonces AB + BC > AC.

Este razonamiento esta repitiendo el enunciado, sin un argumento que lo justifique, por lo que no es

una demostracion.

Ten en consideracién que justificar adecuadamente cada paso no solo es necesario para convencer a cualquier

lector, nos recuerda los axiomas o teoremas y también nos ayuda a evitar los posibles errores en el camino.



6. Ocupar la misma letra para diferentes variables.

Es un error identificar con un mismo simbolo (por ejemplo, “k”) dos variables distintas en una demostracién.

Si se usa una misma letra quiere decir que las dos variables son iguales o tienen una dependencia. Tal

dependencia deberia ser dada en la hipdtesis. Si no, estas asumiendo algo que no es parte de la hipétesis.

Ejemplos:

(a)

Enunciado: Sean m,n nimeros enteros, con m par y n impar. Entonces 3m + 5n es impar.

Solucion erronea: Como m es par existe k entero tal que m = 2k. Por otro lado, como n es impar,
existe k entero con n = 2k + 1. Por lo tanto 3m + 5n = 3(2k) + 5(2k + 1) = 6k + 10k + 5 = 16k + 5 =
16k + 4+ 1 = 2(8k + 2) + 1. Como 8k + 2 es un entero, entonces 3m + 5n es impar.

No hay ninguna relacién entre m y n en la hipdétesis. Sin embargo, el razonamiento estd asumiendo
(sin querer) que n = m + 1, pues se usa la misma letra k para caracterizar ambas variables.

Enunciado: Determine el valor de verdad de la siguiente proposicién:

para todo =,y € R, 22 + 2y — 2y% = 0.

Solucion errdonea: La proposicién es verdadera. Sea x,y igual a un nimero cualquiera r. Entonces
2?2+ xy —2y? =12 +r-r —2r2 = 0. Como elegimos z e y de manera arbitraria, podemos concluir que
para todo z,y € R, 2 + 2y — 2y> = 0.

Este razonamiento asume que z = y , lo que es una hipdtesis extra. De hecho, se puede demostrar que
el enunciado es falso (hay valores de z,y para los que no vale la conclusién, por ejemplo x = 0, y = 1).

En una demostracién, es importante usar simbolos diferentes para conceptos diferentes o cantidades difer-

entes. Nota que este error a veces es una instancia particular del error niimero 2, que es hacer casos especiales

y pretender que constituyen una demostracion.



7. Usar variables o notaciones no definidas previamente.

Es un error no asignar explicitamente un significado a un simbolo como z dentro de una demostracion.
Todas las notaciones o abreviaturas no estdndar deben estar definidas. Por ejemplo “sea x un nimero real”,
o “supongamos que f es una funcién continua de R a R” [2].

Ejemplos:

(a) Enunciado: Demuestre que si un nimero es impar entonces su cuadrado también es impar.

Solucién errénea: Tenemos x = (2k +1)? = 4k + 2k + 1 = 2(2k? + k) + 1 que es un niimero impar.

En este razonamiento, no estan definidos ni x ni k. Si suponemos que k es un nimero natural, entonces
la letra x no puede representar un ntmero impar arbitrario, pues tiene la propiedad de ser el cuadrado
de un numero impar. Asi, £ no puede representar, por ejemplo, el nimero impar 3. Esta manera de

escribir una solucion es muy confusa para el lector.

Frente a un enunciado con la forma p — ¢, es una buena practica reescribir primero el enunciado presentando
las variables. El enunciado de arriba se traduce como: “Demuestre que si  es impar entonces z2 también
es impar”. Luego, para la demostracion, uno puede empezar presentando otra variable k£ diciendo que si x

es impar entonces existe un nimero natural k tal que x = 2k + 1.



8. Emplear afirmaciones imprecisas.

Un argumento no puede ser riguroso si involucra enunciados ambiguos o definiciones imprecisas, pues im-
posibilita formular un razonamiento que conecte tales enunciados o definiciones.

Ejemplos:

(a) Enunciado: Sea n un nimero entero. Demuestre que si n > 1 entonces n® > n2.

Solucion errénea: Como la funcion cubica crece més réapido que la funcién cuadratica entonces
n® > n?.

Este razonamiento no es una solucién concisa. No estd claro lo que significa “una funcién crece mas

rapido que la otra”.

(b) Enunciado: Demuestre que toda suma de cinco nimeros naturales consecutivos es divisible por 5.

Solucion erronea: La suma de los primeros 5 niimeros naturales consecutivos es 14+2+3+4+5 = 15,
que es divisible por 5. Ahora la suma de las siguientes 5 niimeros naturales consecutivos es mayor por 5
que esta suma (cada uno de los 5 nimeros crece por 1 entonces la suma crece por 5). Por lo tanto esta
suma también es divisible por 5. Asi sigue, cada vez se agrega 5 a la suma anterior, que era divisible
por 5. La nueva suma, entonces, es de la forma 5k + 5, para algiin nimero natural k. Esta expresion
puede escribirse como 5(k + 1), asi que siempre tenemos que la suma es divisible por 5.

Con la excepcién de la primera frase, el argumento es impreciso, pues no explicita que se trata de una
demostracién por induccién. En particular, habria sido necesario expresar mas claramente (en el paso
inductivo) qué significa que un niimero “crece por 1”. !

Escribir una solucién difiere de tener una idea de cémo abordar un problema. En los dos ejemplos, la idea
de solucién es correcta. Muchas veces nos pasa que tenemos el cuadro completo en nuestra mente y es un
logro excelente. Sin embargo, es solo una parte de resolver un problema. La segunda parte es desarrollar
la idea de una manera precisa para poder transmitirla a cualquier lector. Muchas veces cuando logramos

escribir una solucion rigurosa, esta se ve totalmente diferente de nuestra idea inicial e inmadura.

'En la solucién presentada se detecta también el error 5: “No justificar adecuadamente pasos en la demostracién”, pues no se
justifica por qué la suma crece por 5.



9. No completar el razonamiento.

Tener “los ingredientes” del razonamiento, sin explicar cémo dan lugar a la tesis no constituye una de-

mostracién. Esto se puede dar cuando nos quedamos solo en la fase de exploracion del problema y no damos

un contraejemplo concreto.

Ejemplos:

(a)

Enunciado: Determine el valor de verdad de la siguiente proposicién:
El cuadrado de un entero es siempre un nimero par.

Solucion errénea: Sea x un nimero entero. Supongamos que x> = 2k para algtin k € Z. Entonces
x es divisible por 2; es decir, x es un nimero par.

Lo que estd escrito en este razonamiento no presenta errores; el error estd en no haber terminado el
razonamiento. Concretamente, falté ver que, entonces, al elegir un niimero impar se encontraba un
contraejemplo. Una solucién correcta seria: “La proposicion es falsa, puesto que 5 es un entero y su
cuadrado no es par”. Esto nos revela que, en este problema, ni siquiera era necesario escribir lo que
pensamos en la primera fase de la construccién de la demostracién.

Enunciado: Demuestre que la suma de dos nimeros reales no siempre es mayor que ambos nimeros.

Solucion errdénea: Sea x,y € R. Para que x + y sea mayor que x entonces y debe ser un nimero
positivo y para que x + y sea mayor que y entonces x debe ser un nimero positivo.

Al igual que en el ejemplo anterior, falté concluir, a partir de esas deliberaciones, que era posible
encontrar contraejemplos. En este caso bastaria, por ejemplo, con decir: “La suma de 5 y —3 no es
mayor que 5.”

Como ya hemos visto, escribir una solucién difiere de tener una idea sobre como abordar un problema. En

los dos ejemplos anteriores, en vez de intentar plantear un argumento general, es suficiente construir un

contraejemplo para hacer una demostracion.
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10. Emplear definiciones y notaciones basicas erréneas.
Es un error confundir las definiciones y notaciones al momento de aplicarlas en problemas.

Ejemplos:

(a) Enunciado: Sea a,b,c € RT. Demuestre que a + (b x ¢) € RT.

Solucidn errénea: Sea a,b,c € RT. Segiin el axioma de distribucién del cuerpo R tenemos a+(bxc) =
(a+b) x (a+¢). Comoa+beR"ya+ce R entonces (a+b) x (a+c) CRT.

Existen dos errores en este razonamiento. Primero, el axioma de distribuciéon no es lo que esta escrito
aqui. La multiplicacién se distribuye en la suma y no viceversa. Por ejemplo,

24 (3-4)=2+12 = 14,

lo que no es igual a
(24 3)(2+4) = 30.

El segundo error es la confusién entre la notacién € y C. Note que (a+b)(a + ¢) no es un subconjunto

de R, es un nimero que pertenece a R.

(b) Enunciado: Decida sobre el valor de verdad de la siguiente proposicién: Existen cuatro ntimeros
naturales consecutivos cuya suma es divisible por 4.

Solucion erronea: La suma de los primeros 4 nimeros naturales consecutivos 1 +2 + 3+ 4 = 10 no
es divisible por 4. Entonces la proposicion es falsa.

La solucién cae en el error (relativamente frecuente en el primer semestre) de confundir un “existe” con
un “para todo”. El enunciado no dice que la suma de cualesquiera 4 nimeros naturales consecutivos
es divisible por 4, solo pide la existencia de tales niimeros consecutivos. Es correcto que la suma de
los primeros 4 nimeros naturales consecutivos no es divisible por 4; sin embargo, eso no garantiza que
para cualesquier 4 ntimeros naturales consecutivos ocurra lo mismo.

Las definiciones y notaciones béasicas estan disponibles en los cursos y materiales de apoyo ahi proporcionados.
La idea no es memorizarlas, sino aplicarlas en los problemas de manera correcta. De esta forma, poco a
poco se transforman en conocimientos incrustados en nuestra mente, de los que luego podemos disponer con
facilidad.

El gran aporte de las notaciones es que nos permiten describir de manera concisa, coherente y sencilla
relaciones generales, facilitando su comprension y estudio. El siguiente texto se encuentra en el libro del
matematico irani Al-Khowarizmi (780-850 A.C.):

“La cosa y diez es multiplicada por la cosa menos diez, entonces esto es lo mismo que si se dijera la cosa
multiplicada por la cosa, es un cuadrado positivo, y diez por la cosa es diez cosas positivas; menos diez por
la cosa es diez cosas negativas, ahora restamos lo negativo de lo positivo, y solo queda un cuadrado. Menos
diez multiplicado por diez es cien, que se debe sustraer del cuadrado. Por lo tanto, resulta un cuadrado

menos cien.”

Usando lenguaje algebraico, donde la letra x representa “la cosa”, todo este texto quiere decir:
(4 10)(z — 10) = z - 2 4 10z — 102 — 10 - 10 = 2 — 100.

Queda a la vista la ventaja de ocupar las notaciones.
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11. Redactar con una estructura légica global poco clara.

Es un error insertar una serie de afirmaciones o cédlculos sin un hilo conductor o un orden lineal claro. Estos

no se consideran una demostracion completa si no se explica como se conectan y por qué implican el resultado

final [2]. Este problema suele ir de la mano con la ausencia de oraciones completas.

Ejemplos:

(a)

2

Enunciado: Para cada entero positivo n, si n° es un multiplo de 3 entonces n es un miltiplo de 3.

Solucion errénea: Sea n un entero tal que n? = 3z con x € Z. 3|n?. Cuando un primo divide a
un producto, divide a uno de los factores. Entonces 3|n. Si n? es un multiplo de 3, n es también un
multiplo de 3.

“Sea n un entero tal que n? = 3z con x € Z” es una buena manera de empezar una solucién. Sin
embargo, es muy abreviado. Este argumento deberia estar mas claramente vinculado con la hipétesis

2

del enunciado suponiendo que n? es un miiltiplo de 3 antes de afirmar que n? = 3z con x € Z.

Tampoco estd claro de donde viene “3|n?”. Si se deduce del argumento anterior entonces falta un hilo

conector.

Enunciado: Demuestre que la suma de cada 5 niimeros naturales consecutivos es divisible por 5.

Solucion errénea: Sea x € N, tenemos z+ (x + 1)+ (x+2)+ (z+3) + (v +4) =5z + 10 =5(x +2)
que es divisible por 5.

No es claro por qué esta escrito
z+(xz+1)+(x+2)+ (z+3)+ (x +4).

Cuando un lector o una lectora lee una solucién debe sentirse invitado a una comunicacién fluida donde
cada ecuacién tiene un apoyo verbal. Por ejemplo podemos decir: Sea x un nimero natural. La suma
de los 5 nimeros naturales consecutivos empezando por x se representa por:

r+(x+1)+(x+2)+ (z+3)+ (x+4),

que es igual a bx + 10.

3

FEl argumento termina de manera vaga. No esté claro el sujeto de la oracién “ que es divisible por 5.”

Escribe tus demostraciones con un orden razonable, pues el propdsito es comunicar tu razonamiento al lector

o la lectora. Como guia, puedes consultar las demostraciones en el material bibliografico y en clase. Un

buen ejercicio es releer tus demostraciones, imaginando cémo las veria otra persona, o bien pedirle a otra

persona que las revise.
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Ejemplos miscelaneos

En los siguientes ejemplos encontramos buenos ejercicios para analizar un argumento en detalle.

1. Enunciado: Para cada entero positivo n, si n

Solucion errdénea: Supongamos que n
n? =

2 es un multiplo de 3 entonces n es un miltiplo de 3.

2 es un entero positivo impar que es divisible por 3. Entonces

(3n+1)2 =9n2 +6n + 1 = 3n(n + 2) + 1. Por lo tanto n? es divisible por 3. Ahora supongamos n?

es un entero positivo par. Entonces n? = (3n)2 = 9n? = 3n(3n). Por lo tanto n? es un miiltiplo de 3. Si

factorizamos n? tenemos 3n(3n) que implica que n es un multiplo de 3.

Este argumento tiene varios problemas:

(a)

(b)

2

Suponer que n“ es un entero positivo impar no es un error pero la divisiéon entre pares e impares es

irrelevante en este problema (error 11).

Existen 4 errores en “n? = (3n +1)? = 9n% + 6n + 1 = 3n(n + 2) + 17. Primero, la suposicién de ser
impar fue para n? y no n (error 5). Segundo, en n = 3n + 1 se estd usando la letra n para dos cosas
diferentes en la misma ecuacién (error 6). Tercero, un nmero impar se representa por n = 2k + 1 y no
n = 3k + 1 (error 10). Cuarto, 3n(n) es 3n? y no 9n? (error 5).

“Por lo tanto n? es divisible por 3” no se deduce de “n? = (3n +1)2 =92 +6n+1 = 3n(n +2) + 17
(error 5).

Deducir “Por lo tanto n? es divisible por 3” no puede ser de utilidad porque ya lo sabemos de la
hipétesis del enunciado (error 1).

2 es un entero positivo par.” Como mencionamos antes, no es una suposicién

“Ahora supongamos n
errénea pero la divisién entre los casos pares y impares es poco probable que sea til en este problema

(error 11).

Existen 2 errores en “Entonces n? = (3n)? = 9n? = 3n(3n)”. Primero, como el caso anterior, la
suposicién de ser par fue para n? y no n (error 5). Segundo, en n = 3n se estd usando la letra n para
dos cosas diferentes en la misma ecuacién (error 6).

“Por lo tanto n? es un mltiplo de 3” no es incorrecto pero no se deduce de de la igualdad anterior (error
5).

“Si factorizamos n? tenemos 3n(3n)” estd repitiendo una parte que estd escrito en n? = (3n)? = 9n? =
3n(3n)”, entonces no es un error nuevo. Sin embargo, como la palabra “factor” estd refiriendo a una

expresion, el lector debe asumir que el autor quiere decir que factorizamos 9n? en 3n(3n) (error 11).

“que implica que n es un mltiplo de 3.” no es correcto. Incluso si suponemos que la frase anterior
queria decir n? = (3m)(3m), todavia no podemos deducir que n es un mltiplo de 3. Uno debe exhibir
3 como un factor de n y no de n? (error 5). [1]

13



2. Enunciado: Demuestre que si x > 3 entonces 2z > Va2 + 5x + 12.

Solucion errdnea:

2 > Vx? +5x + 12

4:U2>x2~|—5a:—|—12
322 — 52— 12> 0
5+ /25 + 144

6
x<—4/3 V x> 3.

Escribir esta solucién es muy comun, porque corresponde a la manera en que con frecuencia se piensa el
problema. Sin embargo, escribir la solucién es un ejercicio diferente que va en el orden inverso: se parte desde
lo mas sencillo, o lo que ya se sabe que es cierto, y en cada paso se deduce una nueva verdad a partir del
conocimiento anterior. Las complicaciones que. en este ejemplo, se producen al empezar por la conclusion
y trabajar hacia atras hacia la hipétesis, son:

(a) Redactar con una estructura légica global poco clara (error 11). No queda claro que el alumno/la
alumna comprende que la demostracién va en el orden correcto, lo que en este caso significa que debe
leerse desde abajo hacia arriba: “si x es mayor que tres entonces 322 — 5z — 12 es mayor que cero,” etc.

(b) No justificar adecuadamente pasos en la demostracién (error 5). No se justifica el paso desde

4% > 2% + 52 + 12

hasta
2r > /22 +5x + 12
Por ejemplo, si x = —10 entonces 4z = 400, lo cual es mayor que x 4 5x + 12, que es 62. Pero 2x no es

mayor que la raiz cuadrada, porque —20 es negativo mientras que la raiz cuadrada siempre es positiva.

Una demostracién correcta (la cual se obtiene “pasando en limpio” la demostracién encontrada al reflexionar
sobre el problema, pero ahora escribiéndola en el orden correcto y preocupandose especialmente de justificar

el paso critico) es la siguiente:

T >3
=322 -5 —12>0
= 42° > 2> + 51 + 12

= 2z > 1?2+ bz + 12.

En el dltimo paso usamos que 2x > 0 (lo cual es cierto porque estamos suponiendo que x > 3), para poder
pasar desde una desigualdad a la desigualdad de sus raices cuadradas.
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3. Enunciado: Demuestre que existe x € {1, —1,3} tal que para todo y € {2,1,5} tenemos = < y.

Solucion erronea: Tenemos 1 < 2, —1 < 1y 3 < 5. Por lo tanto estd demostrado que x < y.

Este argumento tiene varios problemas:

(a) El enunciado pide la existencia de un elemento en el conjunto {1,—1,3} tal que dicho elemento sea
menor que todos los elementos en el conjunto {2,1,5}. Este elemento es —1, pues es menor que 2, 1y
también 5. El autor o la autora de la solucion erronea esta demostrando que para cada elemento x en
el conjunto {2,1,5} existe un elemento y en el conjunto {1, —1, 3} tal que y < = (error 10).

(b) La redaccién empieza con 3 desigualdades correctas pero no estéd claro de donde vienen (error 11).

(c¢) El argumento ocupa dos letras z,y que no estan definidas previamente en la solucién errénea (error 7).
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