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Introduccién

Ser capaz de demostrar verdades es una habilidad esencial en estadistica y matematica,
por miltiples razones. Algunas veces es porque da sustento a un método practico, como
al demostrar que la distribucién de probabilidad de los resultados de un experimento
binario, repetido suficientes veces, se acerca tanto como uno quiera a la conocida
distribucién normal. Este teorema nos hace confiar més en el uso de la distribucién
normal en mecanismos de decision que afectan nuestras vidas, por ejemplo, al
establecer rangos de valores en exdmenes de laboratorio para el diagnéstico y
tratamiento de enfermedades. Otras veces es por el valor que tiene una demostracién
en s{ misma, aunque no tuviera aplicaciones préacticas. Un ejemplo es demostrar que el
camino mas corto entre dos puntos es la linea recta. Sabemos que esto es cierto, y
construimos caminos basados en eso, sin que una demostracién matemaéatica sea
necesaria. Sin embargo, proponerse demostrarlo es un desafio digno de nuestras
capacidades mentales como seres humanos. El que hace méas de 150 anos lo hayamos
conquistado es notable y la experiencia de comprobar (también) matematica y
rigurosamente que es algo cierto resulta siempre una experiencia fascinante.

Asimismo, hay verdades que solo podemos ver con los ojos de la légica, como que hay
infinitos ntmeros primos; que hay infinitos més grandes que otros; o que las funciones
tienen doble personalidad, como propuso Fourier!. Sobre este altimo punto, el debate
en la primera mitad del siglo XIX fue draméaticamente intenso, por la sencilla razén de
que no habia forma de ver de antemano si la afirmacién era verdadera. Laplace,
Lagrange, Lacroix, Monge y Poisson (jgrandes héroes!) descartaron de plano el articulo
enviado por Fourier al Institut de France el 20 de diciembre de 1807, haciendo eco de
las criticas de Euler a Bernoulli quien habia osado sugerir algo similar 50 afios antes.
Solo con los teoremas que resultaron del arduo trabajo de décadas de Fourier, Dirichlet
y Riemann, entre otros, se hizo evidente que la doble personalidad era cierta. Y no se
trata de algo sin importancia practica, pues el método de Fourier se usa y se ha usado
en muchas partes, como en la instalacién del primer cable transatlantico (que le
merecid el titulo nobiliario a Lord Kelvin), en las cavas subterraneas de nuestras vifias
o en innumerables desarrollos de las telecomunicaciones y el procesamiento de sefiales.

En Matematicas, establecemos que una proposiciéon es verdadera escribiendo una
demostracién matematica. En consecuencia, quien cultiva las Matemaéaticas debe ser
capaz de descubrir y construir demostraciones. Ademés, una vez encontrada la
estructura de la demostracion, se debe ser capaz de comunicarla a otras personas que
hablen el lenguaje de las mateméaticas. Un recurso comiin es hacer de antemano una
conjetura sobre si la afirmacién es verdadera o falsa, a menudo mediante la exploracién.

! Que una funcién, ademds de verse como una f(x) que a cada x le asigna un valor, también puede
representarse como una serie trigonométrica (una superposicién de infinitas ondas viajando a distintas
frecuencias). Ver, p.€j., D. Bressoud, A radical approach to real analysis, MAA, 22 ed. (2007).
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El papel de la exploracién en Matematicas suele ser dificil, porque el objetivo no es
encontrar una respuesta concreta, sino simplemente investigar.

En términos generales, se puede considerar que hacer matematicas tiene dos etapas
distintas. La primera etapa consiste en convencerse de que se ha resuelto el problema.
Esta etapa es creativa y a menudo es la forma en que se hacen las matematicas. La
segunda etapa, igualmente importante, consiste en convencer a otras personas de
que se ha resuelto el problema por medio de una demostracién, es decir, un argumento
convincente de que una determinada afirmacién matematica es necesariamente cierta.
Esta segunda etapa es diferente de la primera, en el sentido de que no se comunica
necesariamente el proceso a través del cual se ha resuelto el problema. Una
demostracién generalmente utiliza el razonamiento deductivo y la légica, pero también
contiene cierta cantidad de lenguaje natural (como el espafiol o el irani). En el ejercicio
de escribir una demostracién, puede ocurrir que se adviertan elementos que en la etapa
creativa se habian pasado por alto e incluso que se descubra que la solucién a la que
se habia llegado estaba incompleta.

Escribir demostraciones es todo un arte. Este documento no pretende explicar cémo
se cultiva este arte, el cual irdn madurando y puliendo durante sus estudios. Pero, al
momento de hacer demostraciones, ayuda tener presente que estas tienen siempre una
cierta estructura general. El hecho mismo de recordar esta estructura entrega ciertas
pistas sobre cémo deben hilarse los argumentos, orienta y da una direccién de partida,
una cierta luz, para al menos identificar cuéles son las piezas del rompecabezas que
hay que armar. El propoésito de este documento es describir en general esa estructura,
y en base a ella brindar recomendaciones tanto para el proceso de pensar una
demostracién, como para el ejercicio de escribirla, pasando en limpio las ideas
encontradas para poder comunicarlas.

El documento se organiza en dos grandes capitulos. En el primero, se presenta y
ejemplifica la estructura general de una demostraciéon. En el segundo, se presentan
ocho recomendaciones generales para la escritura de demostraciones. En el primer
capitulo, las dos tltimas secciones (“Los axiomas” y “El lenguaje de las conexiones
légicas”) puede que requieran de mayor madurez para una comprensién cabal. Si en
una primera lectura sientes que no estds comprendiendo estas partes, no te desanimes
y avanza al apartado de recomendaciones generales.

[. ;Cbébmo se hace una demostracién?

Este capitulo aborda la pregunta de cémo se hace una demostracién a partir de cinco
secciones: la estructura general de las demostraciones, la demostracién de una
proposicién condicional, las conexiones légicas discursivas, los axiomas y el lenguaje de
las conexiones légicas.
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1. La estructura general de las demostraciones

Esta seccién se refiere a la estructura general de las demostraciones. Para comenzar,
se muestra un ejemplo de una demostracién.

Demuestre que el producto de dos nimeros impares es impar

Solucién:
Supongamos que x e y son nimeros impares. Demostremos que el producto xy
es impar.
Como x es impar, entonces puede escribirse como
x =2n +1,
para algin entero n. En forma similar, que y sea impar implica que y puede
escribirse como
y=2m + 1,
para algin entero m. Se sigue que
xy = (2n+1)(2m+1) = 4nm + 2n + 2m + 1 = 2(2nm + n + m) +1.
Concluimos que xy puede escribirse como
xy =2k + 1,
para un cierto entero k, a saber, k=2nm+n+m. Por lo tanto, xy es impar, que
es lo que queriamos demostrar.

Independientemente del proceso intuitivo y creativo mediante el cual a alguien se le
ocurre una demostracién -el producto final de ese ejercicio de pensamiento-, la
demostracién misma es un razonamiento deductivo. En una demostracién, unas
verdades se van deduciendo de otras. Va creciendo, paso a paso, el conjunto de los
recursos de los que disponemos para seguir avanzando en la demostracién. El punto
de partida es todo aquello que ya habiamos establecido que era cierto, desde
antes de comenzar la demostracién. Por ejemplo, al comienzo de la demostracién
usamos dos veces que

sI un numero es impar, entonces puede escribirse como 2r+1 para algin entero r,
y al final de la demostracién usamos que
sI un numero puede escribirse como 2k+1 para algiin entero k, entonces es impar.

Esas dos afirmaciones las sabiamos desde antes. Formaban parte de los recursos que
podiamos emplear para fabricar la nueva demostraciéon pedida. jPor qué sabiamos que
esas afirmaciones eran ciertas? Estas se obtuvieron (como un teorema anterior) a partir
de /a definicion de nimero impar (“un ntmero que no es el doble de ningiin nimero
entero”) unida al algoritmo de la divisién. Otras verdades que desde antes habiamos
establecido que eran ciertas, y que usamos en la demostracién, son:
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e que (2n+1)(2m+1)=4nm + 2n + 2m + 1  para cualquier par de enteros
ny m,

e que 4nm + 2n + 2m =2 (2nm + n + m)  para cualquier par de enteros
ny m,

e v que si dos cantidades, en este caso 4nm +2n +2m y 2 (2nm + n +
m), son iguales, entonces al sumar una unidad a cada una de ellas, las cantidades
obtenidas también resultan ser iguales, esto es, que

si a= b, entonces a+1=»>b+1,
lo cual nos permitié descubrir que
4nm + 2n + 2m + 1 = 2 (2nm + n + m) + 1.

Esas eran verdades establecidas desde antes. Por otra parte, la demostracién comenzo
generando dos nuevas verdades, de un tipo particular:

e que durante toda la demostracién el simbolo x representaria a un cierto ntimero
debidamente individualizado, el cual es impar,

o v que el simbolo y representaria también a un niimero particular, que podria
ser diferente al que representa x, pero del cual también se asumird como cierto
que es impar.

Esas dos nuevas verdades, las cuales son hipo6tesis de la demostracién, fueron
generadas mediante la frase “Supongamos que x e y son nimeros impares”, recurso
lingiiistico utilizado con frecuencia cuando lo que se quiere demostrar es que alguna
propiedad se cumple para todos los elementos, o, por ejemplo, para fodo par de
elementos de un conjunto (en este caso, el conjunto de los nimeros impares).

Durante la demostracién aparecieron después nuevas verdades intermedias que
fueron deducidas de las anteriores, y de Jas suposiciones iniciales mencionadas
anteriormente:
e que xy puede escribirse como (2n+1)(2m+1) para algin par de enteros
ny m,
que xy = 4nm + Z2n + 2m + 1,
que xy = 2(2nm + n + m) + 1,
e que xy puede escribirse como 2k+I] para algtn entero k.

Finalmente, se deduce que xy es impar, que es la conclusién a la que se quiere llegar.

En resumen, la estructura de una demostracién es la de una concatenacién (lineal) de
afirmaciones, cada una de las cuales es consecuencia de verdades anteriores, que
culmina con la afirmacién que se quiere demostrar. Cada paso de la demostracién debe
justificarse: es preciso mostrar por qué cada afirmacién se desprende de las verdades
anteriores (tanto las verdades que se conocian desde antes de empezar la
demostracién, como aquellas que corresponden a suposiciones o hipotesis realizadas
en el argumento y aquellas verdades intermedias, auxiliares, que se establecieron
durante la demostracién).
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2. La demostracién de una proposicién condicional

En el ejemplo anterior demostramos que:
SI X ey son impares, entonces Xy €s impar.

Esta es una proposicién condicional (a veces denominada, simplemente,
“condicional”), es decir, una proposicién de la forma "si P, entonces @", donde Py @
son, a su vez, proposiciones?. Para que la proposicién "si P, entonces Q" sea verdadera,
() debe ser verdadera cada vez que Pes verdadera. La proposicién A se llama hipoétesis
de la proposicién condicional, y la proposiciéon B se llama conclusién o tesis del
condicional.

Las proposiciones condicionales P — Q cumplen un rol clave en el razonamiento
matematico. Podemos encontrarlas expresadas de una variedad de maneras, que se
muestran y ejemplifican en la siguiente tabla:

Expresién Ejemplo (asumiendo que x es un
numero real cualquiera)
P implica Q x>1 implica x*>1
Si P, entonces Q Si x>1, entonces x*>1
P—->Q x>1 — x2>1
PsiQ x*>1 si x>1
SiP,Q Six>1, x*>1
Si P, concluimos que Q Si x>1, concluimos que x*>1
Q se sigue de P Que x%>1 se sigue de x>1
P es suficiente para Q Basta que x>1 para que x* sea mayor que 1.
Q siempre que P x*>1 siempre que x>1.

2 Por “proposicién” entendemos una oracién declarativa que debe tener un valor de verdad definido,
ya sea verdadero o falso, pero no ambos. Para ser una proposicién, una frase debe ser verdadera o falsa,
y no puede ser ambas cosas. Por tanto, una frase como ‘El cielo es hermoso’ no es una proposicién, ya
que si la frase es verdadera o no es una cuestién de opinién. Una pregunta como ‘; Esta lloviendo?’ no
es una proposicién porque es una pregunta y no estd declarando o afirmando que algo es cierto.
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Q es necesario para P Es necesario que x*>1 si queremos que x sea
mayor que 1.

P solo si Q x serd mayor que 1 solo si x*>1.

(Esta forma de expresar el condicional es menos
frecuente?)

Desafortunadamente, con frecuencia no es facil descubrir la secuencia légica de pasos
buscada en una demostracién, descubrir céomo obtener que la conclusién @ es
verdadera. El siguiente método exploratorio puede ayudar a descubrir los pasos de una
demostracién. En este método trabajamos hacia adelante desde la hipétesis P, y hacia
atras desde la conclusién ). Podemos usar una tabla como la siguiente, e ir llendndola
poco a poco, para ayudar a organizar nuestras ideas y los pasos de la demostracién.

El primer paso es identificar la hipétesis, P, y la conclusién, ¢), de la proposiciéon
condicional. En el ejemplo estudiado, tenemos las siguientes:

P representa la afirmacién “x e y son impares”,
@ representa la afirmacién “xy es impar”.

Ahora tratamos a P como aquello que sabemos (lo que hemos asumido como cierto), y
tratamos a @ como lo que queremos mostrar (esto es, la meta). Organizamos esto
usando P como el primer paso en la parte de la tabla que corresponde a verdades
sabidas, y a ) como el altimo paso en la parte de la tabla que corresponde a verdades
por mostrar. Usaremos la parte de arriba de la tabla para lo sabido, y la parte de abajo
para lo que atn debemos mostrar.

Paso Lo que ya sabemos Razén
P X e y son enteros impares Hipotesis
Q1

Q Xx-y es un entero impar ?

Paso A lo que queremos llegar Razén

3 Podria aparecer, por ejemplo, si queremos calcular el valor de |x-1| y al principio solo sabemos que x
es positivo y sabemos algo sobre x2.
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Todavia no hemos rellenado la razén del dltimo paso porque atin no sabemos cémo
vamos a alcanzar el objetivo. La idea ahora es hacernos preguntas sobre lo que sabemos
y lo que intentamos demostrar. Por lo general, empezamos con la conclusién que
intentamos demostrar formulando la llamada ‘pregunta retrospectiva’. La forma basica
de la pregunta es: ";Bajo qué condiciones podemos concluir que Q es verdadera?". La
manera de formular la pregunta es crucial, ya que debemos ser capaces de responderla.
Primero debemos tratar de formular y responder la pregunta de forma abstracta y
luego aplicarla a la forma particular del enunciado Q.

En este caso, estamos tratando de demostrar que algiin ntimero entero es un ntimero
entero impar. Asi que nuestra pregunta inversa podria ser: ";Cémo demostramos que
un ndmero entero es impar?". En este momento, la Ginica manera que tenemos de
responder a esta pregunta es utilizar la definicién de un ntmero entero impar. Asi que
nuestra respuesta podria ser: "Tenemos que demostrar que existe un ntimero entero g
tal que el ntimero entero en consideraciéon puede escribirse como 2g + I". Aplicamos
esta respuesta al enunciado Q y la insertamos como la peniltima linea en la tabla de
conocimientos.

Paso Sé Razén
P X e yson enteros impares Hipotesis
Q1 Existe un entero g tal que xy = 2q
+ 1
Q Xx-y es un entero impar Definicién de un entero impar
Paso Muestro Razén

Ahora centramos nuestro esfuerzo en demostrar el enunciado Q1, ya que sabemos que
si podemos demostrar Q1, entonces podemos concluir que Q es verdadero. Hacemos
una pregunta retrospectiva sobre Q1 como: ";Cémo podemos demostrar que existe un
entero g tal que x-y = 2g + 17" Es posible que no tengamos una respuesta preparada
para esta pregunta, por lo que miramos la parte conocida de la tabla e intentamos
conectar la parte conocida con la parte demostrada. Para ello, trabajamos hacia
adelante desde el paso P, y esto implica hacer una pregunta hacia adelante. La forma
bésica de este tipo de pregunta es: ";Qué podemos concluir del hecho de que P es
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verdadero?". En este caso, podemos utilizar la definicién de nlimero entero impar para
concluir que existen niimeros enteros my ntalesque x=2m +1 e y=2n+ 1
Llamaremos a esto Paso P1 en la tabla de conocimientos. Es importante notar que
hemos tenido cuidado de no utilizar la letra g para denotar estos enteros. Si hubiéramos
usado g de nuevo, estariamos afirmando que el mismo ntmero entero que da x-y = 2q
+ I también da x = 29 + 1. Por eso usamos m y 1z para los enteros x e y, ya que no
hay garantia de que x sea igual a y. La regla béasica es usar un simbolo diferente para
cada objeto nuevo que introducimos en una demostracién. Asi que en este punto,
tenemos:

e Paso P1l. Sabemos que existen enteros my ntalque x =2m +1 e y=2n
+ 1.

e Paso Q1. Necesitamos probar que existe un entero g tal que x-y = 2g + 1.
Siempre debemos buscar una manera de vincular la parte “sé” con la parte “muestro”.
Podemos sacar conclusiones a partir de P1, pero a medida que avanzamos, debemos
tener siempre presente la forma del enunciado de Q1. La siguiente pregunta es: ";Qué
podemos concluir sobre x-y a partir de lo que sabemos?". Una forma de responder a
esto es utilizar nuestros conocimientos previos de algebra. Es decir, primero podemos
usar la sustitucién para escribir x-y = (2m + 1) (212 + 1). Aunque esta ecuacién no
demuestra que x-y es impar, podemos usar el algebra para intentar reescribir el lado
derecho como alguna otra expresién que podamos reconocer como un entero impar,
para poder llegar al paso 1. Primero expandimos el lado derecho de la ecuacién para
obtener

xy=2m+1)(2n + 1)
=4mn + 2m + 2n + 1.

Ahora comparamos el lado derecho de la dltima ecuacién con el lado derecho de la
ecuacién del paso Q1. A veces la parte dificil en este punto es darse cuenta de que g
representa algiin nimero entero (cualquiera) y que lo que tenemos que demostrar es
que x-y es igual a dos veces alglin ntimero entero mas uno. ;Podemos ahora llegar a
esa conclusiéon? La respuesta es si, porque podemos factorizar el nimero 2 desde los
tres primeros términos del lado derecho de la ecuacién y obtener

xy =4mn + 2m + 2n + 1
=2(2mn + m + n) + 1

Ahora podemos completar, como sigue, la tabla que muestra el esquema de la
demostracién:

10
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Paso Sé Razén
P X e y son enteros impares Hipotesis
Existen enteros m y n tal que Definicién de un entero impar
x=2m+1 e y=2n+I
P2 xy = (2m +1)(2n +1) Sustituciéon
P3 Xy = 4mn + 2m + 2n +1 Algebra
P4 xy =2 (2mn + m + n) +1 Algebra
P5 Zmn + m + n es un entero Clausura del conjunto de niimeros
enteros
Q1 Existe un entero g tal que xy = 29 +| Usa ¢ = (2mn + m + n)
1
Q Xx-y es un entero impar Definicién de un entero impar
Paso Muestro Razén

Es muy importante notar que solo hemos construido e/ bosquejo de lo que serd después
una demostracién. Las demostraciones matematicas no se escriben como una tabla,
sino utilizando frases completas y una estructura de parrafos. Ademas, la mayoria de
las demostraciones se escriben desde lo ya sabido hacia adelante y no en la direccién
contraria. Es decir, aunque el uso del proceso hacia atras fue esencial para construir la
demostracién, cuando la escribimos utilizamos el proceso hacia adelante descrito en la
tabla anterior. La demostracién completa es la que se encuentra al comienzo de la
seccién, en la pagina 4.

3. Las conexiones légicas discursivas

Hemos visto que una demostracién tiene wuna estructura lineal en donde
progresivamente se deducen nuevas verdades. Para conectar un eslabén con el siguiente
en esta cadena de afirmaciones, para hilar este discurso razonado, debemos mostrar
como se deduce la nueva verdad obtenida a partir de las verdades anteriores. Al hacer
esto usamos ciertas palabras clave. En nuestro ejemplo, recurrimos a las siguientes
expresiones (destacadas en negrita):
e (omox esimpar, entonces puede escribirse comox = 2n +1, para algiin entero
n.
® (uey seaimpar implica que y puede escribirse como y = 2m + 1, para algin
entero m.

11
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o Se sigue que xy = (2n+1)(2m+1) = 4nm + 2n + 2m + 1 = 2(2nm + n +
m) +1.
e (Concluimos que xy puede escribirse como xy = 2k + 1 donde k=2nm+n+m.

En definitiva, hacemos uso de lo que denominaremos como conexiones logicas
discursivas. Estas no son exclusivas de la matemaéatica, podemos encontrarlas también,
por ejemplo, en un contrato legal o un discurso filoséfico. Las siguientes son algunas
expresiones mediante las que pueden representarse:

Por A, B

Por todo lo anterior (A), vemos que B
Como A, B

Como A, sabemos que B

A, entonces, B

A. Por lo tanto, B

. Luego, B

. En consecuencia, B

. Se desprende que B

. Se sigue que B

. Tenemos que B

. Se deduce que B

. Lo anterior implica que B
. Se concluye que B

i i i s

. Obtenemos que B

Vemos que las expresiones se parecen a las que encontramos en las proposiciones
condicionales (las de la seccién anterior, los enunciados de la forma “A implica B”).
Sin embargo, aunque se trate de las mismas palabras, es conveniente tener presente
que juegan roles diferentes. Discutiremos esto en la seccién “El lenguaje de las
conexiones logicas” al final de este capitulo.

4. Los axiomas

En el ejemplo del producto de impares usamos, como verdad sabida antes de comenzar
la demostracién, que un niimero impar no es el doble de ningtin ntmero entero. Esto
lo sabemos porque es /a definicion del concepto de niimero impar. En otras palabras,
la afirmacién:

SI X es Impar, entonces no existe ningun entero q tal que x=2q
es cierta porque nos habiamos puesto de acuerdo en que la palabra impar iba a tener
un cierto significado. De alguna manera, la afirmacién es cierta “por decreto”.

12
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Lo anterior plantea, sin embargo, una dificultad. Asi como para dar por verdadero que
x no puede escribirse como 2q fue innecesario construir una demostracién, podriamos
decir que la afirmacién “el producto de impares es impar’ tampoco requiere
demostracién, que también podemos declararla verdadera por decreto. jPara qué
esforzarse en construir razonamientos, si cualquier resultado que necesitemos usar
podemos simplemente declararlo como cierto? A esta pregunta daremos dos respuestas:
por un lado, si bien cada persona es libre de construir su propia teoria, y de aceptar
como verdades, sin demostracién, el nimero de afirmaciones que desee, es importante
que la teoria sea consistente. Por otra parte, el ejercicio de desarrollar una teoria
mateméatica aceptando como primeras verdades la menor cantidad posible de
afirmaciones, con frecuencia nos lleva a una comprensién més plena de cudles son los
aspectos esenciales de la teoria, cuales son los cimientos que hacen que todo funcione.

Sobre lo primero: podriamos, con la misma facilidad, declarar por decreto que ‘“el
producto de impares de ahora en adelante siempre serd par”. En principio, parece
absurdo. ;Pero por qué no sofiar con un mundo donde esto sea cierto?* El problema
es que el nimero 1 puede escribirse como 1 por 1, y ademas el nimero 1 es impar (es
posible demostrar que no puede escribirse como el doble de otro niimero, usando el
orden de los ntmeros enteros). Por lo tanto, si el producto de impares fuera siempre
par, entonces 1, al ser el producto de los impares 1 y 1, seria par. Esto contradice que
1 no es par (que, como dijimos, se demuestra usando el orden de los enteros). Se
concluye que no habrd ningin universo donde los ntmeros enteros gocen de esa
propiedad, y que, al construir una teoria, la libertad de declarar una afirmacién como
verdadera no es absoluta: no pueden declararse como verdaderas afirmaciones que
lleven a una contradiccién con las demés.

Respecto a lo segundo: pareciera que una afirmacién como
“0-x = 0 para todo niimero real X"
puede darse por sabida desde siempre, es decir, que podemos aceptarla como
verdadera sin tener que dar una justificaciéon. Lo mismo sucede con la afirmacién:
“Si w=w+ W para algin nimero w, entonces w = 0.”
Sin embargo, resulta que ambas pueden deducirse de otras verdades més elementales.
Consideremos, por ejemplo, la siguiente demostracién de la segunda afirmacion:
Supongamos que W =W + W para algiun nimero real w.
Podemos sumar a cada lado el inverso aditivo de w. Obtenemos que:
W+ (w) = (W + w) + (-w).
Por definicion de inverso aditivo, el lado izquierdo es cero. El lado derecho, por
la asociatividad de la suma, puede escribirse como
W+ (w+ (w)),
niumero que, a su vez, es igual a

4 Después de todo, hay contextos, como el de la geometria hiperbélica, donde algo tan disparatado como
que “por cualquier punto fuera de una recta dada hay al menos dos paralelas a esa recta” resulta ser
verdadero.
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w+0
porque w sumado a su inverso aditivo es cero (por definicion de inverso aditivo).
Se tiene entonces que

0=w+40,
pero el lado derecho es w, porque el cero es el neutro aditivo. Por lo tanto,
0=w,

que es lo que queriamos demostrar.

La primera afirmacién puede demostrarse del modo siguiente:

Sea x cualquier niimero real.

Sabemos que 0 + 0 = 0. Multiplicando a ambos lados por x se observa que
(0 + 0)-x = 0-x.

Como el producto se distribuye sobre la suma, se sigue que:
0x + 0-x = O-x.

Usando la propiedad demostrada anteriormente, con w = 0-x, descubrimos que
0x =0,

que es lo que queriamos demostrar.

Que cosas tan bésicas como que “cero por cualquier ntimero da cero” no estén entre las
verdades maéas elementales tiene implicaciones muy importantes. De alguna manera,
establece que las verdades no son todas iguales, sino que es posible establecer una
jerarquia entre ellas. A aquellas que ya no pueden deducirse de otras mas elementales
los griegos les dieron un estatus especial (y lo seguimos haciendo hasta nuestros dias).
Consideraron que eran las verdades que con mayor razén merecian ser llamadas
verdades. Consideraron que, entre las verdades, ellas tenian més dignidad. Entonces,
las llamaron dignidades, que es, grosso modo, lo que traduce la palabra griega axioma.

En Matemaética y Estadistica se hace especial énfasis en reconocer esta jerarquia entre
verdades. Desde primer semestre se pone en practica la habilidad de construir una
teoria, mediante demostraciones, tomando como punto de partida solo unos pocas
verdades fundantes: los postulados de Euclides en Geometria; verdades sobre la légica
proposicional y la teoria de conjuntos, y axiomas sobre la factorizacién de ntimeros en
Algebra; axiomas sobre las operaciones aritméticas y el orden de ntimeros reales en
Célculo.

5. Bl lenguaje de las conexiones légicas

Como mencionamos en la seccién 3 (“Las conexiones logicas discursivas”), aunque ellas

se expresen usando palabras que muchas veces aparecen también al formular

proposiciones condicionales, es util tomar conciencia de que juegan roles diferentes.

Por ejemplo, en nuestra demostraciéon de que el producto de impares es impar, es

posible apreciar que las expresiones “entonces”, “implica que”, “se sigue que”,

“concluimos que”, no fueron usadas para expresar un enunciado condicional, tal como:
Si z es impar, entonces puede escribirse como z=2r+-1 para algiin entero r,
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sino que se usaron de un modo ligeramente distinto. El enunciado condicional es
verdadero: es cierto que si un nimero es impar, entonces puede escribirse como
z=2r+1. Es cierto que

A —>B
donde A representa a la afirmacioén:

“z es impar”
y B representa a la afirmacién:
“z puede escribirse como z=2r+1 para algiin entero 7.

Es una verdad que sabiamos, desde antes, que era cierta (es un teorema obtenido a
partir de la definicién de ntimero impar y el algoritmo de la divisién). Pero en la
demostracién no dijimos que

A — B.
Lo que hicimos fue aprovechar que ya sabiamos que

A —>B
para concluir que la afirmacién B tiene que ser cierta. Lo que hicimos fue generar una
nueva verdad, la verdad B, a partir de dos cosas que ya sabiamos que eran ciertas:

e por un lado, que A — B, propiedad que desde antes sabiamos que era cierta
gracias a la definicién de ntiimero impar y el algoritmo de la divisién;

e por otro lado, la afirmacién A, esto es, que “z es impar”, la cual ya sabiamos
que era cierta porque la estamos tomando como hipdtesis (comenzamos la
demostraciéon diciendo: “Supongamos que x e y son nimeros impares”, y estamos
deduciendo algo tanto cuando reemplazamos z por x como cuando
reemplazamos z por y.)

En definitiva, detras de la primera frase de la demostracién:
Como x es impar, entonces puede escribirse como
X =2n +1,
para algiin entero n,
lo que tenemos es la siguiente regla de deduccion:
si sabemos que la propiedad A — B es verdadera y también sabemos que la
afirmacién A es verdadera, entonces podemos concluir que también la
afirmacién B es verdadera.
Esta regla de deducciéon forma parte de los recursos con los que funciona nuestra mente
para determinar si algo es cierto. Esta regla, que puede representarse mediante el
siguiente esquema:
A —>B

conocida tradicionalmente como modus ponendo ponens (y comunmente abreviada
simplemente como modus ponens) es parte de la légica que usamos cotidianamente, y
de la cual nos valemos, en particular, en los argumentos matematicos.

En resumen, uno de los desafios al estudiar Calculo, Algebra o Geometria, y en todos
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los cursos de Matematica y de Estadistica, es aprender a reconocer cuando las
expresiones “implica que”, “se sigue que”, etc., se usan para expresar un enunciado
condicional, y cuando se usan como conexiones logicas discursivas para hilar un
conjunto de argumentos con una nueva proposicién al escribir una demostracién.

II. Recomendaciones generales de escritura

Una demostracién matematica debe convencer a un publico adecuado de que el
resultado que se estd proponiendo es efectivamente cierto. Por tanto, no consideramos
gue una demostracién esté completa hasta que esté bien escrita. Por eso es importante
introducir algunas recomendaciones generales de escritura. HEste capitulo presenta
nueve orientaciones para hacer demostraciones matemaéticas. Cada orientacién incluye
uno o mas ejemplos de ejercicios que podrian aparecerles en una prueba, junto con un
andlisis de aspectos importantes de considerar a la hora de pensar una estrategia para
resolverlos.

1) Decodifica los simbolos matematicos, el significado de las
hipbétesis y el significado de la afirmacién que se quiere
demostrar.

Dedica algunos minutos previos a la escritura a entender el problema, decodificando
los conceptos que estan involucrados.

Ejemplo 1:

Demuestre que la funcién f:[0,0) »R?, f(x)=x?2 es inyectiva.

AnAlisis:

En este caso, decodificar el significado de “funcién inyectiva” nos dard una pista para
comenzar la demostracién:

Definicion: decimos que una funcién f es inyectiva si dado cualquier par de niimeros
distintos x ey en el dominio de la funcién, sus imagenes f(x) y f(y) son distintas.

Esto sugiere que nuestra demostraciéon ha de comenzar de la siguiente manera:
Sean x,y € [0,0), X £y

y que el paso siguiente consiste en mostrar que x* # y°. Como vemos, el solo hecho de
tener presente que deben decodificarse los conceptos involucrados, nos muestra el
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camino para comenzar la demostraciéon. Llegados a este punto, es més facil que se nos
ocurra que podemos continuar separando la demostracién en dos casos, uno en que x
< y, otro en que x > y. Una vez se nos ocurre esto, el problema se reduce al ejercicio
mas asequible de mostrar que, dados dos ntimeros positivos, el cuadrado del ntimero
menor es mas pequenio que el cuadrado del niimero mayor.

Ejemplo 2:

Demuestre que -(-3)=3.

Anélisis:
En este ejemplo, decodifiquemos el significado del signo -

dado cualquier niimero x el simbolo -x denota al inverso aditivo de x
y
el ‘inverso aditivo” de un niimero x se define como €l iinico niimero cuya suma con x
da cero.
Entonces descubrimos, reemplazando x por el nimero -3, que para resolver el ejercicio
basta con mostrar que
(-3) +3=0.
Esto altimo ya es més facil reconocer que es una afirmacién verdadera (es consecuencia
de la definicién de -3 una vez mas, es un ejercicio de decodificacién de la notacién).

Ejemplo 3:

Demuestre que en un tridngulo isésceles, la bisectriz del &ngulo opuesto
a la base, corta a la base en su punto medio y es perpendicular a ella.

Analisis:

En este ejercicio es importante decodificar tanto las hipétesis como las afirmaciones a
las que se quiere llegar como resultado de la demostracién. Para darle nombre a los
distintos elementos del tridngulo isésceles en consideracién, conviene dibujar una figura
como la siguiente:
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En este caso hemos llamado A, B y C a los vértices, y H al punto en que la bisectriz
en A corta a la base BC. A continuacién, la hipétesis “AH es bisectriz” la decodificamos
reescribiéndola como:
«BAH = zCAH

y la hipotesis de que el tridngulo es isbsceles la expresamos ahora usando nuestra
notacién:

AB = AC.
Las afirmaciones que se quieren demostrar, a saber, “la bisectriz corta a la base en su
punto medio” y “la bisectriz es perpendicular a la base”, se convierten (al haber hecho
la figura e introducido nuestra notacién) en:

BH = HC

«BHA=90°
Este proceso de reescribir las hipétesis y las conclusiones buscadas (usando una
notacién mas concreta) ayuda a “asir mejor” las afirmaciones involucradas y a ver mas
claramente maneras posibles de conectarlas. En este ejercicio concreto, el anterior
proceso de decodificacién hace mas factible que uno se dé cuenta de que, en virtud del
criterio “lado-angulo-lado”, los tridngulos BAH y CAH son congruentes. De partida,
esto inmediatamente implica que BH=HC, que es una de las afirmaciones que
queriamos demostrar. Por otra parte, al ver que los tridAngulos son congruentes, es mas
facil observar que, en consecuencia, los dngulos «BHA y «BHA miden lo mismo.
Como sumados forman 1802, cada uno de ellos mide 909, que es lo que queriamos
demostrar.

1.1) Decodificando los cuantificadores existenciales y universales

El principio (1) también es util de emplear ante la presencia de cuantificadores légicos.

Ejemplo:

Demuestre que sin y m son nimeros enteros de la misma paridad
(ambos pares o ambos impares), entonces n - m es par.

Analisis:

18
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En este ejercicio es preciso decodificar que la conclusién “n - m es par” debe ser
demostrada para todo par de ntimeros enteros n y m de la misma paridad, no sélo
para algunos pares de enteros n y m que se ofrezcan como ejemplos. Es comun
encontrar entre los alumnos del primer semestre respuestas como la siguiente:

Hay que considerar por separado el caso en que ambos son pares y el caso en
que ambos son impares. Para el caso par, sean n=6 y m=4. Entoncesn - m =
2, que es par. Para el caso impar, sean n=9 y m="7. Entoncesn - m = 2 que €s
par®.

Que este error sea frecuente, muestra que una dificultad no menor del ejercicio consiste
en hacer el proceso de decodificacién mencionado anteriormente: descubrir que, “entre
lineas” en el enunciado, hay un “para todo” (en vez de algo de la forma “Demuestre que
existe un par de enteros cuya resta es par”.) Una vez se descubre esto, ese
descubrimiento da una pista de cémo comenzar la demostracién:

Sean n y m dos niimeros enteros cualesquiera con la misma paridad.

Consideremos por separado el caso en que ambos son impares y el caso en que

ambos son pares
Llegado a este punto, es mas facil que se nos ocurra que el paso siguiente consiste en
decodificar los conceptos de ntimero par y de niimero impar:

Si ambos son pares, entonces existen enteros j y k tales que

n=2] y m=2k.

En consecuencia, n - m = 2(j-k). Al ser miiltiplo de 2, se concluye quen - m es

par.

Si ambos son impares, entonces existen enteros ] y k tales que

n=2-1 y m = 2k - 1.

En consecuencia, n - m = 2(j-k). Al ser miiltiplo de 2, se concluye quen - m es

par.

Habiendo visto todos los casos, se concluye que la diferencia de niimeros enteros

de la misma paridad es siempre par, que es lo que queriamos demostrar.

2) Explicita cuédles son tus hipétesis y qué es lo que quieres
demostrar.

Comienza la demostracién escribiendo qué estés suponiendo como cierto. Por ejemplo,
es muy comuin que una demostracién comience con las palabras “Supongamos que ..."”,
o bien “Sean ... tales que”. Esto, por lo general, hace que el problema se reduzca a
demostrar una proposicién maés sencilla que la inicial, como una sucesién de “muiiecas
rusas” en donde para fabricar una demostracién grande hay que pasar por construir
sub-demostraciones de resultados méas pequeinios. Al llegar a estos sub-problemas,

> Esta solucién presenta el error #2 “Hacer casos especiales y pretender que constituyen una
demostracién” del documento “Lista de errores comunes”.
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escribe qué es lo que hay que demostrar una vez hechos esos supuestos. Es importante
que la estructura de la demostracién sea reconocible, al menos que sea posible
distinguir entre lo que son suposiciones, las afirmaciones que hay que demostrar y los
resultados intermedios.

Ejemplo:

Demuestre que el cuadrado de todo impar es impar.

Analisis:
En este ejemplo, una manera adecuada de empezar seria la siguiente:

Supongamos que x es un impar cualquiera. Lo que queremos demostrar es que
x* es impar (...)

3) Antes de usar una variable, o una cierta notacién, asegirate
de haberla definido.

En tu demostracién, debes dejar claro lo que representan todos los simbolos empleados,
tal como se muestra (en azul) en los siguientes ejemplos:

e FEjemplo 1: Demuestre que todo tridngulo isésceles tiene dos angulos
iguales.

Inicio de solucién: Sea ABC un tridngulo isésceles con AB=AC. Sean
a, B v vy, respectivamente, los dngulos opuestos a los vértices A, By C

]

e Ejemplo 2: Demuestre que todo polinomio de grado impar con
coeficientes reales tiene al menos una raiz real.

Inicio de solucion: Dado

p(x) =ap + arx + - + ap x°
un polinomio cualquiera de grado impar, el teorema fundamental del
algebra nos garantiza que este polinomio tiene 1z raices complejas
(contando multiplicidades) [...]

e Ejemplo 3: Demuestre que para todo n mayor que 10, 1/3” es menor
que 1/19.

Solucion #1: Supongamos que z es un entero mayor que 10. Entonces
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F > 30> 3 =27 > 19.
Por lo tanto, /3% es menor que /19, como queriamos demostrar.

Solucién #2: Supongamos que z es un entero mayor que 10. Usando la
desigualdad de Bernoulli®, a saber:
(1+x)? > 1 + nx para cualquier x > -1.
reemplazando x por 2, descubrimos que
F=1+2n>21>19
En consecuencia, 1/3 < 1/19, que es lo que queriamos demostrar.

4) Justifica los pasos en la demostracién, particularmente los
casos especiales a los que el razonamiento general no aplica.

En una demostracion, debe ser posible identificar, en cada linea, qué se deduce y por
qué esta deduccién es logica. Debemos explicar lo que queremos hacer y justificar
cualquier hecho que no sea obvio. Por ejemplo, si queremos dividir el problema en dos
casos, debemos declararlo al principio diciendo que: Consideramos dos casos y
demostramos la afirmacion en cada caso. Si invocamos un resultado que se demostré
anteriormente en el curso, debemos citar el resultado y verificar explicitamente que se
cumplen sus hipétesis. Por ejemplo: Por teorema 2.3 sabemos que ...o por la proposicion
demostrada en la clase que dice ‘raiz cuadrado de 2 no es un niimero racional”, podemos
concluir que....

Como pauta general, los argumentos de la demostraciéon deben ser lo suficientemente
detallados como para convencer a alguien con la formacién de un(a) estudiante del
curso en el que estas haciendo la demostracion.

Ejemplo:

Sean a,b € R. Demuestre que si ab=0 entonces a=0 o bien b=0.

Solucién: Sean a,b niimeros reales tal que ab=0. Se quiere probar que a =0 vV b = 0.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que b # 0. Segiin las propiedades del cuerpo
de niimeros reales b posee inverso multiplicativo y multiplicando la ecuacién ab=0 por
b~1se obtiene:

® Esta es una de las maneras de demostrar la propiedad maés general: Dado cualquier niimero real z tal
gue 0 < z < 1, la cantidad z" se hace arbitrariamente pequenia si n se elige lo suficientemente grande.
En este caso, estamos adaptando la demostracién al caso particular en que z = 1/3. También en el caso
general, la conclusién se obtiene al escribir z como z = 1/(1+x) para algin x > 0.
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(ab).b™* = 0.b71. Por una proposicién que demostramos en la clase, 0.b 1=0.
Entonces tenemos a(b.h ') =0. Por lo tanto a.1=0. Como 1 es el neutro

multiplicativo, se concluye que a=0. O

5) Para establecer que una proposicién es falsa, basta encontrar
un contraejemplo.

Se puede refutar una afirmacién encontrando un solo ejemplo en el que las hipétesis
se cumplan pero la afirmacién falla. A tal ejemplo lo llamaremos contraejemplo. Los
contraejemplos nos ayudan a entender los limites de la verdad. A veces, encontrar un
contraejemplo necesita mucho esfuerzo y creatividad. Sin embargo, como la creacién
del arte, cuanto més practicas, mejor te vuelves. Puedes empezar preguntandote ;falta
alguna hipétesis para llegar a la conclusion?

Ejemplo:

i,Es verdad que la suma de dos niimeros reales
siempre es mayor que ambos numeros?

Analisis:
La respuesta es no. Para justificar esta respuesta, debemos demostrar que la afirmacién
“la suma de dos niimeros reales siempre es mayor que ambos niimeros” es

falsa. Para justificar esto, basta con presentar un contraejemplo, como el siguiente:

5 y -3 son niimeros reales. Sin embargo, su suma no es mayor que 5.

6) Verifica que usaste todas las hipotesis.

Una vez presentado un razonamiento, es una buena practica verificar que se han usado
todas las hipotesis. Este proceso puede ayudarnos a entender mejor el contenido
matematico del anéalisis expuesto y eventualmente detectar errores.

Ejemplo:

Suponga que x > 11. Demuestre que 2x > v/ x* + 5x + 12.

Anélisis:
Una manera de demostrar lo pedido es:
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e Primero, observar que las raices del polinomio 3x*—5x — 12 son -4/3 y 3.
A continuacién, tomar algin x que satisfaga la hipétesis (algin x mayor que
11):

Sea x un nimero real cualquiera mayor que 11.

o Observar que aunque no sepamos el valor exacto de x, si podemos tener certeza
de que el niimero 3x? — 5x — 12 es positivo. Esto podemos deducirlo gracias a
la hipotesis x > 11,y a la propiedad demostrada en clase:

SI tanto el discriminante como el coeficiente principal de un polinomio
cuadréatico son positivos, entonces al evaluar el polinomio en un nimero x
mayor
que las dos raices se obtiene un valor positivo
e Deducir que, necesariamente,

4x* > x*+5x + 12.
e Invocar la propiedad demostrada en clase:

sia y'b son positivos y a® > b?, entonces a > b

a=2x, b=+x*+5x+12.

Para hacer esto es necesario mostrar que b esta bien definido” y explicitar

con

claramente que la mencionada propiedad puede ser invocada gracias a que

tanto 2x como +x*+ 5x + 12 son positivos. El niimero vx*+ 5x + 12 es

positivo porque las raices cuadradas, por definicién, siempre son positivas. En
cambio, para justificar que 2x es negativo, lo que usamos es la hipétesis que
nos dieron:

Como x > 11 (por hipdtesis), entonces 2x > 0.

En este ejercicio fue fundamental usar la hipdtesis x > 71. Se usé en dos pasos de la
demostracién: primero, para concluir que 3x? — 5x — 12 > 0. Segundo, para “tomar la
raiz cuadrada a los dos lados” de la desigualdad

4x* > x* + 5x + 12.
Sin la hipotesis, ambas afirmaciones podrian haber sido falsas. Por ejemplo, para x =

0 no se cumple ninguna de las dos, y para x = -2 se cumple la primera pero no la
segunda.

7) Indica cudndo se ha completado la demostracién.

Aunque pueda parecer repetitivo, es una buena practica terminar una demostracién
con una frase que indique con precisiéon lo que se ha demostrado. Una manera de
hacerlo es simplemente escribir: "Esto completa la demostraciéon". También ayuda

utilizar algtn "simbolo de fin de demostraciéon" como “el punto cuadrado™ O

" Esto es, que x°+5x+12 > 0. Esta afirmacién, a su vez, hay que justificarla debidamente. Uno de los
argumentos posibles es que se trata de una cuadratica con coeficiente principal positivo y discriminante
negativo.
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8) Revisa que esté claro el orden en que debe leerse la
demostracién.

El propésito principal de escribir una demostracién es comunicar tu razonamiento a
un lector o una lectora. Por lo tanto, debes escribir con un orden lineal sensato y evitar
a toda costa que tu demostracién se transforme en un conjunto de ideas sin contexto
conectadas por flechas. En este sentido, las demostraciones en los textos que componen
la bibliografia del curso y en clase son buenos modelos para un formato adecuado. Al
terminar de escribir tu demostracién, es recomendable que la leas imaginando cémo la
entenderia otra persona. Puedes usar las siguientes preguntas para revisar lo que has
escrito:

- ;Hsta claro en qué orden debe leerse la demostracién?

- ;Hsta claro el propoésito de cada linea?

- ;Hsta claro cuéles afirmaciones son suposiciones del enunciado, cuéles son las
que estés a punto de demostrar y cuéles son deducciones?

- ;La demostracién comienza con hechos conocidos y avanza hacia la conclusién
deseada?

También es una buena practica pedirle a otra persona que revise tu demostracion,
para que te diga qué aspectos necesitan aclaracién.

9) En ocasiones es de ayuda destacar las ecuaciones y expresiones
matematicas importantes desplegdndolas en un renglén aparte.

Cambiar entre el lenguaje coloquial y el lenguaje simbolico es, de hecho, alternar entre
dos lenguajes (como hablar “spanglish’) y puede dificultar la comprensién. Por lo
general es necesario hacerlo, para no ocupar tanto espacio. Pero hay momentos en
donde los calculos son tan importantes que es mejor escribirlos con lineas en blanco

antes y después de ellos, aunque la demostraciéon quede més larga. Si el lado izquierdo
de las ecuaciones no cambia, no lo repetimos.

Ejemplo:

[...] Escribimos x=2m+1, y=2n+1 y luego desarrollamos

x-y=0Qm+1)2n+1)
=dmn +2m+2n + 1
=20Qmn-+m-+n)+ 1.

Dado que m y n son enteros, concluimos que....
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